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存在上凸弯曲的水平井眼中钻柱的屈曲分析
朱炳坤

（西安石油大学机械工程学院，陕西西安　７１００６５）

摘　要：在铅垂平面内水平井眼轨迹为一条上下起伏的波浪线，因此在某一段井眼轨迹会呈现上凸弯曲，受其
约束位于其中的钻柱也会存在上凸初弯曲。利用能量法对水平井眼中存在上凸初弯曲钻柱的屈曲问题进行了分
析研究，推导出了屈曲载荷的计算公式。公式表明，水平井眼中当钻柱存在上凸初弯曲时其屈曲载荷的大小不仅
与钻柱的长度、截面尺寸、材料以及钻柱与井眼之间的间隙等有关，还与钻柱上凸初弯曲的程度有关系，不可忽略
其影响。算例分析表明，水平井眼中钻柱存在的上凸初弯曲会使其屈曲载荷减小，上凸初弯曲程度越大，屈曲载荷
减小的幅度越大。
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　　在水平井眼中为减小摩擦一般用钻杆来传递钻
压，承压钻柱是一个细长杆，在钻井工程中又要受到
较大钻压的作用，存在屈曲的可能性，所以有必要对
水平井眼中钻柱的稳定性予以研究。另外，在水平
井钻井过程中，井眼轨迹不可能完全水平，而是在垂
直平面中会出现一些弯曲，井眼轨迹近似为一条上
下起伏的波浪线［１］。所以，一般情况下水平井眼中
的钻柱是一个有初弯曲的受压杆件，而钻柱存在上
凸初弯曲就是其中的一种情况。在现有的研究水平
井眼中钻柱稳定性的文献中［２５］，对这一现象基本没
有考虑。为此，笔者对水平井井眼轨迹存在上凸弯
曲时钻柱的稳定性进行了分析，提出了相应的屈曲
载荷计算公式。

１　力学模型
当水平井眼轨迹在钻井过程中出现上凸弯曲

时，受井眼的约束，钻柱就会呈现上凸初弯曲状态，
其初弯曲的曲率就是井眼的曲率。设井眼轴线在铅
垂面内，并且井壁是刚性的，由于受重力的影响，钻
柱将贴着下井壁。当钻压达到某一值时，钻柱发生
侧向屈曲，这时钻柱沿侧向相对于下井壁偏离了一
个角度θ，并保持与井壁的接触（如图１所示）。

取钻柱两端为铰支，建立如图２所示力学模型，
则钻柱的初弯曲形状可近似表示为：
狔＝－犪ｓｉｎπ狊犾 （１）

图１　存在上凸弯曲的水平井眼中钻柱的屈曲示意

图２　水平井眼中存在上凸初弯曲钻柱的受力示意
式中，犾为钻柱长度；犪为钻柱上凸初弯曲的最大挠
度；狊为钻柱的弧长坐标。

在钻柱上任一点犛处，其截面转角为：



φ＝ｄ狔ｄ狊＝－犪
π
犾ｃｏｓ

π狊
犾 （２）

在钻柱上任一点处钻柱切线方向的单位向量：
τ＝ｓｉｎ犻＋ｃｏｓ犽 （３）

式中，为钻柱上任一点处的井斜角，其值为＝π２
－。钻柱初弯曲的曲率为：
κ＝ｄτ

ｄ狊＝犪π（）犾２
ｓｉｎπ狊犾 （４）

为了便于研究，在钻柱上任一截面形心建立局
部坐标系狊τηξ，τ轴指向钻柱的切线方向，η轴指向
钻柱的法线方向，ξ轴垂直τ、η轴，构成右手系。τ、
η、ξ方向的位移分别为狌、狏、狑。钻柱在工作时，当
钻柱承受的钻压狆达到某一值时，在侧向扰动作用
下钻柱将发生侧向屈曲，这时钻柱便相对于下井壁
产生一个偏转角θ。这时钻柱任一截面形心产生的
位移是狏＝δ（１－ｃｏｓθ），狑＝δｓｉｎθ，δ为钻柱截面形心
和井眼形心的径向距离。

２　屈曲载荷的计算
钻柱屈曲后，钻柱上任一点犛处的合成弯矩

为：

犕（狊）＝犈犐κ２－２κδ犱
２ｃｏｓθ
ｄ狊２＋δ２ ｄ２θ

ｄ狊（）２２
＋ｄθ
ｄ（）狊［ ］｛ ｝４ １

２

（５）
式中，犈犐为钻柱的抗弯刚度（犈为钻柱材料的弹性
模量，犐为钻柱截面的惯性矩），Ｎ·ｍ２。

钻柱屈曲后的总势能包括应变能和外力势能，
应变能包括钻柱弯曲应变能，外力势能包括重力所
做的功和轴向压力所做的功，这里忽略了摩擦力的
影响。

弯曲应变能为：

犝＝１２犈犐∫
犾

０
犕２（狊）ｄ狊

＝１２犈犐∫
犾

０
κ２－２κδ犱

２ｃｏｓθ
ｄ狊２＋δ

２ ｄ２θ
ｄ狊（）２２

＋ｄθ
ｄ（）狊［ ］｛ ｝４

ｄ狊

（６）
钻柱屈曲后，钻柱上犛点处截面形心沿铅垂方

向产生的位移为：
Δ狔＝－δ（１－ｃｏｓθ）ｓｉｎ （７）
则重力所做的功为：

犠１＝－狇δ∫
犾

０
（１－ｃｏｓθ）ｓｉｎｄ狊 （８）

式中，狇为钻柱单位长度重量，Ｎ／ｍ。由于所钻的是
水平井眼，虽然井眼轨迹发生了一定的弯曲，但弯曲
程度不大，因此≈π２，所以重力所做的功可以写
成：

犠１＝－狇δ∫
犾

０
（１－ｃｏｓθ）ｄ狊 （９）

在钻柱上犛点处取一微元体，屈曲前后该微元
体两断面之间沿钻柱切线τ方向产生的相对位移
为：
ｄ狌＝１２δ

２ｄθ
ｄ（）狊２

＋κδ（１－ｃｏｓθ） （１０）
则轴向压力所做的功为：

犠２＝１２狆δ
２∫
犾

０

ｄθ
ｄ（）狊２

＋狆δ∫
犾

０
κ（１－ｃｏｓθ）ｄ狊（１１）

设钻柱屈曲后形成狀个半波，则令：
θ（狊）＝θ０ｓｉｎ狀π狊犾 （１２）

式中，θ０是微量。在小变形的条件下，有：
１－ｃｏｓθ≈１２θ

２＝１２θ０ｓｉｎ
狀π狊
犾 （１３）

将式（１２）、（１３）代入式（６）可得到：

犝＝１２犈犐∫
犾

０
犪２π（）犾４

ｓｉｎ２π犾＋２犪δθ
２０狀２π（）犾｛ ４

ｓｉｎπ狊犾ｃｏｓ
２狀π狊
犾＋δ２ ｄ２θ

ｄ狊（）２２
＋ｄθ
ｄ（）狊［ ］｝４

ｄ狊

＝１４犈犐犪
２π（）犾４

犾＋１４犈犐犾θ
２０δ２狀π（）犾４ （１４）

将式（１２）、（１３）代入式（９），积分可得：
犠１＝１４狇δ犾θ

２０ （１５）
将式（１２）、（１３）代入式（１１）可得轴向压力所做

的功为：

犠２＝１２狆δ
２犪２狀π（）犾２∫

犾

０
ｃｏｓ２狀π犾ｄ狊＋

１
２狆δθ

２０犪π（）犾２∫
犾

０
ｓｉｎπ狊犾ｓｉｎ

２狀π狊
犾ｄ狊

＝１４狆犾θ
２０δ２狀π（）犾２

＋１２狆δθ
２０犪π犾 （１６）

外力势能犞＝－（犠１＋犠２），则钻柱屈曲后的
总势能为：
Π＝犝＋犞
＝１４犈犐犾δ

２θ０２狀π（）犾４
－１４狆犾θ０

２δ２狀π（）犾２
－

　１２狆δθ０
２犪π犾＋

１
４θ０

２犾δ狇＋１４犈犐犾犪
２π（）犾４（１７）
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根据势能驻值定理［６］Π
θ０＝０，所以有：

狆＝
犈犐狀π（）犾４

＋狇δ
狀π（）犾２

＋２犪δ
π
犾（）２ （１８）

则临界载荷为：
狆ｃｒ＝狆ｍｉｎ （１９）

３　讨　论
３１　半波数狀的确定

半波数狀应使狆为最小，为了得到狀，可以把狆
看作狀的连续函数，由狆狀＝０，可得：

狀＝１π－２犪δ
π
犾（）２＋４犪δ

π
犾（）［ ］２

２
＋狇犈犐槡槡 δ（２０）

由于狀必须是整数，所以取与狀相邻的两个整
数，将它们分别代入式（１８），经比较即可得到屈曲载
荷。当钻柱较长时，可直接将由式（２０）计算得到的
狀代入式（１８）进行计算，可以得出近似的屈曲载荷，
其值为：

狆ｃｒ＝－４犈犐犪δ
π
犾（）２＋２４（犈犐）２犪２

δ２
π
犾（）２２

＋犈犐狇槡 δ
（２１）

３２　上凸初弯曲的影响
由式（２１）可以看出，钻柱上凸初弯曲会直接影

响钻柱的屈曲载荷，不可忽略不计。当钻柱无上凸
初弯曲，即犪＝０时，式（１８）和式（２０）可简化为：
狆＝犈犐狀π（）犾２

＋狇δ
犾
狀（）π２ （２２）

狀＝１π
４狇
犈犐槡δ （２３）

当钻柱较长时，可将式（２３）直接代入式（２２）得：

狆ｃｒ＝２犈犐狇槡δ （２４）
这恰好和文献［５］里得出的水平井眼轨迹为直

线时钻柱的屈曲载荷是一致的。说明实际水平井眼
轨迹一般情况下都存在一定的弯曲，其轨迹完全处
于直线状态只是其中的一种特殊情况。

３３　钻柱自重的影响
当不考虑钻柱自重时，即狇＝０，则式（１８）可以

简化为：

狆＝
犈犐狀π（）犾４

狀π（）犾２
＋２犪δ

π
犾（）２ （２５）

从式（２５）中可以看出当狀＝１，其值最小，所以：

狆ｃｒ＝
犈犐π（）犾４

π（）犾２
＋２犪δ

π
犾（）２ （２６）

从式（２６）中可以看出，水平井眼中钻柱存在上
凸初弯曲会造成屈曲载荷的减小。如果不存在上凸
初弯曲，则式（２６）可简化为：
狆ｃｒ＝犈犐π（）犾２ （２７）
这恰好是两端铰支压杆的欧拉临界载荷。

４　算例及分析
某水平井眼直径为２１６ｍｍ，１４１ｍｍ钻杆抗

弯模量犈犐＝１９２４ｋＮ·ｍ２，单位长度钻杆在空气
中重力为４１８Ｎ／ｍ，钻井液密度１．４×１０３ｋｇ／ｍ３，
钢的密度为７．８×１０３ｋｇ／ｍ３，水平井眼中存在上凸
弯曲段的长度为２００ｍ，其最大挠度为犪，求位于水
平井眼上凸弯曲段中的钻柱的屈曲载荷。

当这一段钻柱不存在上凸初弯曲时，由式（２４）
可得这段钻柱的屈曲载荷为：

狆′ｃｒ＝２犈犐狇槡δ＝２６５（ｋＮ）
而当这一段钻柱存在上凸初弯曲时，在不同初

弯曲状态下，根据式（２１）计算的钻柱的屈曲载荷见
表１。

表１　不同上凸初弯曲时钻柱的屈曲载荷
犪／ｍ 狆ｃｒ／ｋＮ Δ狆ｃｒ＝狆ｃｒ－狆′ｃｒ Δ狆ｃｒ／狆ｃｒ，％
０ ２６５ ０ ０
１ ２５０ －１５ －５．６７
２ ２３５ －３０ －１１．３２
３ ２２２ －４３ －１６．２０
４ ２０９ －５６ －２１．１０
５ １９７ －６８ －２５．６７
６ １８６ －７９ －２９．８１
７ １７６ －８９ －３３．５８
从表１数据可以看出，钻柱上凸初弯曲的程度

越大（即犪越大），其屈曲载荷越小。当钻柱上凸初
弯曲程度较大时，其屈曲载荷相对于直线状态时减
小的幅度是相当大的。所以当水平井眼轨迹在钻进
过程中出现上凸弯曲时，必须考虑由此对钻柱屈曲
载荷所带来的影响。
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５　结　论
１）推导出了水平井眼中具有上凸初弯曲钻柱屈

曲载荷的计算公式。作为特殊情况，所推导的公式
也可用于水平井眼轨迹为直线时钻柱屈曲载荷的计
算，这时它和文献［５］中的公式是一致的。
２）公式表明，水平井眼中钻柱存在上凸初弯曲

会对钻柱的屈曲载荷产生直接影响。算例分析表
明，水平井眼中钻柱存在上凸初弯曲会造成钻柱屈
曲载荷的减小，当上凸初弯曲的程度较大时，屈曲载
荷减小的幅度相当大，其影响不可以忽略。
３）计算表明，虽然水平井眼轨迹存在上凸弯曲

会造成位于其中的钻柱屈曲载荷的减小，但其承载
能力和垂直井眼相比较大，因此在水平井眼中完全

可以采用钻杆来传递钻压。
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书　讯
《定向钻井设计与计算》（第二版）出版发行

由韩志勇教授编著的《定向钻井设计与计算》（第二版），近日已由中国石油大学出版社出版发行，全书
４２．４万字，平装本，定价４３元（网址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｕｐｐｂｏｏｋ．ｃｏｍ．ｃｎ；Ｅｍａｉｌ：ｓｈｉｙｏｕｊｉａｏｙｕ＠１２６．ｃｏｍ；联系
电话：０５４６８３９２７９１，８３９２５６３）。该书在１９８９年１２月出版的第一版《定向井设计与计算》（石油工业出版社
出版）基础上，删去了落后、过时的内容，保留了有用的部分，增加了大量新内容，反映了最近２０年来作者关
于定向钻井理论与技术的研究成果，其中很多内容是第一次公开发表。

全书共分３章：
第一章　定向井轨迹计算与轨迹绘图　从定向井的基本概念讲起，详细地介绍了定向井轨迹的测斜计

算、轨迹的内插与外推、轨迹的质量评价以及轨迹的绘图等的主要方法和计算公式。
第二章　定向井井眼轨道设计　介绍了定向井井眼轨道设计，给出了９种类型的定向井井眼轨道设计

的思路、方法和整套设计的计算公式。
第三章　定向井轨迹控制原理和计算　介绍了定向井轨迹控制原理和计算，在讲述造斜工具及其造斜

原理和轨迹控制的基本方法之后，详细介绍了斜面法扭方位和柱面法扭方位的概念和特点，给出了两种扭方
位方法详细的实用计算公式，并指出了公式在使用中存在的问题和注意事项。

该书可作为石油大专院校石油工程专业学生的选修课教材和定向钻井工程技术人员的培训教材，也可
供石油工程和地质钻探工程技术人员参考。

·２１· 石　　油　　钻　　探　　技　　术　　　　　　　　　　　　　２００８年１月




