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压裂井组非线性渗流模型求解

黄迎松

（中国石化胜利油田分公司勘探开发研究院，山东东营 257015）

摘　要: 精细描述低渗透油藏中流体流速与与压力梯度的非线性关系，是准确计算低渗透油藏压裂井组产量

的基础。为此，在描述低渗透油藏非线性渗流特征的基础上，建立了低渗透油藏和压裂裂缝耦合的非线性数学模

型，该模型根据渗流特征将渗流过程分为非线性渗流阶段和拟线性渗流阶段进行计算。利用 Taylor 展开对非线性

数学模型进行线性化处理，建立了有限差分方程组，并编制了计算机求解程序。算例分析表明：采用非线性数学模

型计算出的地层中压力和饱和度的分布符合地层实际情况；五点法井网压裂井组注水井的裂缝导流能力会随着裂

缝闭合而降低，注水效果变差，导致油井产量降低。研究结果表明，低渗透油藏和压裂裂缝耦合的非线性数学模型

可以较准确地描述低渗透油藏中流体流速与压力梯度的非线性关系，为准确计算低渗透油藏压裂井组产量奠定基

础，为低渗透油藏注水开发提供指导。
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Solution of Nonlinear Seepage Model for Fracture Well Group
in Low Permeability Reservoirs

HUANG Yingsong
(Research Institute of Exploration and Development, Sinopec Shengli Oilfield Company, Dongying, Shandong, 257015, China)

Abstract:  Having a closely detailed description of the nonlinear relationship between flow velocity and pressure gradient in
low permeability reservoir is necessary for accurately developing the frac design, and calculating the production of a group (or
unit)  of  wells  that  have  been  hydraulically  fractured.  Therefore,  based  on  the  description  of  the  nonlinear  seepage  characte-
ristics  of  low  permeability  reservoir,  a  nonlinear  mathematical  model  of  coupling  low  permeability  reservoir  and  hydraulic
fractures was established, which divided the seepage process into the nonlinear seepage stage and quasi-linearity stage according
to the seepage characteristics. The Taylor expansion was used to linearize the nonlinear mathematical model, and established
the finite difference equations, and then formed the computer solving model. The results of example analysis showed that the
distributions of formation pressure and saturation calculated by the nonlinear mathematical model were in line with the actual
situations of the stratum; the fracture flow conductivity of injection well in the fractured five-spot well pattern decreased with
the formation closure, which led to poor water injection effect and low oil well production. Thus, the fracture design should be
modified  in  accordance  with  the  study ’s  results.  The  study  results  indicated  that  the  nonlinear  mathematical  model  and
hydraulic fracture coupling could accurately describe the nonlinear relationship between flow velocity and pressure gradient in
low-permeability reservoir. This breakthrough establishes a foundation to calculate the production of fractured well group in
low-permeability reservoir accurately, and provides a guidance for water flooding development of low permeability reservoir.

Key words:  low-permeability reservoirs; fracturing fracture; nonlinear seepage; starting pressure; seepage model; flow
conductivity; numerical simulation

 

低渗透油藏中流体的流动不再符合线性达西渗

流规律，只有当压力梯度大于启动压力梯度后流体

才会流动。随着驱替压力梯度增大，流体在低渗透

地层中的渗流过程经历非线性和拟线性 2 个渗流阶

段。目前，在研究低渗透油藏渗流时，大都将非线

性和拟线性渗流阶段简化为超过拟启动压力梯度后
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的拟线性渗流段，忽略了非线性渗流阶段对流体流

动的影响 [1–3]。尹芝林等人 [4] 基于动态渗透率的概

念，采用统一的运动形式描述非线性和拟线性渗流

阶段的渗流规律，认为与采用拟线性渗流规律相

比，采用非线性渗流规律计算出的压力变化更为平

缓。综合考虑前人的研究成果，笔者提出分段描述

非线性、拟线性渗流规律，同时考虑压裂裂缝中高

速流动特征的求解方法，以精细描述低渗透油藏的

流动规律，精确刻画地层中的压力分布，提高低渗

透压裂注采井组生产指标的计算精度。

开发低渗透、特低渗透油藏时一般采用水力压

裂，学者们对此进行了很多研究 [5–7]，有部分学者将

裂缝和地层看成统一系统，但这种处理会造成模拟

不准确；压裂裂缝中流体的流速快，可能会出现高

速非达西渗流，需要根据雷诺数判断流动形态 [8]。

此外，裂缝的导流能力沿缝长及随裂缝中压力的变

化而变化 [9–10]。基于以上特征，笔者考虑非线性和

拟线性渗流段的渗流特征，建立了低渗透三维油水

两相达西渗流和高速非达西渗流耦合的数学模型，

采用有限差分法进行了求解，并分析了计算结果。

1    压裂注采井组耦合数学模型的建立

1.1    基本假设

建立模型前，进行以下假设：1）油藏内流体的

流动为等温流动，油藏外边界封闭；2）地层岩石和

流体微可压缩；3）三维地层中有油水两相参与渗

流，分油藏和压裂裂缝 2 个区域分别建立渗流方

程；4）油藏区域考虑非线性和拟线性 2 种渗流的特

征，认为油相和水相的启动压力梯度为常数；5）裂
缝系统考虑达西和高速非达西流动，且考虑裂缝

导流能力的时变特征；6）考虑重力和毛细管力的

影响。

1.2    油藏系统的渗流方程

图 1 为低渗透地层中流体流速与压力梯度的关

系曲线（图中，GA 为流体的启动压力梯度，GB 为线

性流动阶段的拟启动压力梯度，GC 为开始呈现线性

流动时的压力梯度，单位均为 10–1 MPa/cm）。

当驱替压力梯度不小于 GA 且不大于 GC 时，流

体流速–压力梯度曲线呈现下凹的非线性段，可用

二次函数近似描述非线性段：

v=a
(

dp
dx

)2

+b
dp
dx
+c （1）

当驱替压力梯度大于 GC 时，流体流速–压力梯

度关系曲线为一条直线，可描述为：

v=
K
µ

(
dp
dx
−GB

)
（2）

式中：p 为压力，10–1 MPa；v 为流体流速，cm/s；K 为

渗透率，D；μ 为流体黏度，mPa∙s；a，b 和 c 为二次函

数方程的系数。

考虑三维油水两相流动，且油藏区域与裂缝之

间存在交互流动项，根据式（1）和式（2），可得到油

藏系统的渗流方程。

|∇pl| ⩾GCl当 时，有：

∂

∂x

[
ρlKxKrl

µl

(
∂pl

∂x
−GBl

)]
+

∂

∂y

[
ρlKyKrl

µl

(
∂pl

∂y
−GBl

)]
+

∂

∂z

[
ρlKzKrl

µl

(
∂ρl

∂z
+ρlg

∂D
∂z
−GBl

)]
−

τlmf +qlm =
∂ (plϕS l)
∂t

（3）

GCl > |∇pl| ⩾GAl当 时，有：

∂

∂x

ρl

al

(
∂pl

∂x

)2

+bl
∂pl

∂x
+ cl


+

∂

∂y

ρl

al

(
∂pl

∂y

)2

+bl
∂pl

∂y
+ cl


+

∂

∂z

ρl

al

(
∂pl

∂z
+ρlg

∂D
∂z

)2

+bl

(
∂pl

∂z
+ρlg

∂D
∂z

)
+ cl


−

τlmf +qlm =
∂ (plϕS l)
∂t

（4）

式中：D 为油藏深度，cm；Kr 为相对渗透率；ρ 为流
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图 1    低渗透地层中流体流速与压力梯度的关系

Fig. 1    Relationship between  fluid  flow  velocity  and  pres-
sure gradient in low permeability formation
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|∇p|

体密度，g/cm3；ϕ 为油藏孔隙度；S 为饱和度；τlmf 为

油藏和压裂裂缝系统交互流动项，g/（cm3∙s）；qlm 为

单位时间单位体积的产量项，g/（cm3∙s）；下标 l=o，
w；o，w 分别代表油相和水相；下标 m 代表油藏；下

标 f 代表裂缝； 为压力梯度，10–1MPa/cm；t 为时

间，s；g 为重力加速度，m/s2。

1.3    裂缝系统的渗流方程

因为裂缝宽度较小，可以忽略流体在宽度 y 方

向的流动，建立坐标系 Ox′z′，x′轴沿裂缝延伸方向，

z ′轴与油藏坐标系的 z 轴相同，当其与油藏系统坐

标系不产生混淆的情况下也可将裂缝坐标系记为

（x，z）。裂缝中流体的流动形态用卡迪雷夫雷诺数

来判断。

裂缝中流体流动的卡迪雷夫雷诺数计算式为：

Rel =
vlf
√

Kfρl

17.50µlϕ
3/2
f

（5）

裂缝中流体的运动方程为：
vlf =

Kf Krl

µl
∇p Rel ⩽ 0.3

−∇pl =
µl

Kl
vlf +βρlv2

lf Rel > 0.3
（6）

β 为非达西因子，由介质参数孔隙度和渗透率

决定，可表示为：

β =
c

Kaϕb （7）

裂缝系统的连续性方程为：

−∇ · (wfρlvlf)+wfτlmf +wfqlf = wf
∂ (ρlϕfS l)
∂t

（8）

τlmf 为油藏和裂缝系统的交互流动项，可表示为：

τlmf = σ
KmKrl

µl

(
pl,m− pl,f

)
（9）

σ 是基质块形状因子，由基质岩块形状的维数

及其特征长度决定：

σ =
4d (d+2)

L2 （10）

式中：d 为裂缝面的维数；L 为基质部分的特征长

度，m。

根据双重介质关于形状因子的计算方法，利用

达西公式推导油藏和裂缝系统的交互流动项的计算

公式：

τlmf =
4Df

DxDy

(
1

Dx
+

1
Dy

)
KmKrl

µl

(
pl,m− pl,f

)
（11）

式中：Re 为流体雷诺数；Kf 为裂缝渗透率，D；ϕf 为

裂缝孔隙度；wf 为裂缝的宽度，m；Df 为裂缝穿过油

藏网格的长度，m；Dx 为油藏网格 x 方向的步长，m；

Dy 为油藏网格 y 方向的步长，m。

M. Y. Soliman[9] 研究发现，裂缝的导流能力随

着缝长增长呈线性降低或指数降低。水力裂缝随裂

缝中压力的变化张开或闭合，该过程中裂缝的导流

能力也会发生改变。因此，裂缝的导流能力是缝长

和压力的函数，函数形式与裂缝性质有关。

Kf (i) = Kf (i0)e−α(pf,i−pf,m)−0.75Df （12）

式中：i 为生产过程中的时刻序号，i0 为初始生产时刻。

1.4    辅助方程

考虑油水两相流动，必须满足以下辅助方程。

油藏系统：

pm,cow = pm,o− pm,w （13）

S m,o+S m,w = 1 （14）

裂缝系统：
pf,cow = pf,o− pf,w （15）

S f,o+S f,w = 1 （16）

1.5    定解条件

油藏系统的初始条件为：{
pm,o (x,y,z,O) = poi (x,y,z)

S m,w (x,y,z,O) = S wi (x,y,z)
（17）

裂缝系统的初始条件为：{
pf,o (x,z,O) = poi (x,z)

S f,w (x,z,O) = S wi (x,z)
（18）

油藏外边界为封闭条件：

∂pm,o

∂n

∣∣∣∣∣∣Γ = 0 （19）

井底边界采用定压条件：

Ql = Kf (i)
λl(pf − pwf)

Blµl
（20）

式中：Q 为油井地面产量，cm3/s；B 为流体体积系数。

2    数学模型的求解

采用有限差分法求解压裂注采井组耦合数学模

型，采用顺序解法求解压力和饱和度。为提高计算

结果的精度，计算时要减小时间步长，以达到工程

计算精度的要求。非线性方程组先进行线性化处

理，得到线性差分方程组，避免使用迭代法求解非
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线性差分方程组，以减少计算量和提高计算速度，

并给出了油藏系统和裂缝系统的具体差分格式。

2.1    油藏系统的差分格式

|∇pl| ⩾GCl1）当 时，油藏系统处于拟线性段，其

渗流方程的差分格式为：

λ
lxi+ 1

2


pn+1

li+1 jk − pn+1
li jk

∆x
−GBl

−λlxi− 1
2


pn+1

li jk − pn+1
li−1 jk

∆x
−GBl


∆x +

λ
ly j+ 1

2


pn+1

li j+1k − pn+1
li jk

∆y
−GBl

−λly j− 1
2


pn+1

li jk − pn+1
li j−1k

∆y
−GBl


∆y +

λ
lzk+1

2


pn+1

li jk+1− pn+1
li jk

∆z
−ρg−GBl

−λlzk− 1
2


pn+1

li jk −pn+1
li jk−1

∆z
−ρg−GBl


∆z −

(τlmf)i jk + (qlm)i jk = (βl)i jk

pn+1
li jk − pn

li jk

∆t
+

(ϕρl)i jk

S n+1
li jk −S n

li jk

∆t
（21）

其中 λl =
ρlKKrl

µl
（22）

βl = ρlϕS l
(
Cp+Cl

)
（23）

式中：Cp 和 Cl 为岩石和流体的压缩系数，10–1 MPa–1。

GCl > |∇pl| ⩾GAl

∂

∂x

ρa( ∂p∂x
)2

2）当 时，油藏系统处于非线性段，

其有限差分格式关键在于对 项的处理，

笔者采用 Taylor展开进行差分求解。

∂

∂x

ρa( ∂p∂x
)2 =

(ρa)i+ 1
2

(
∂p
∂x

)2

i+ 1
2

− (ρa)i− 1
2

(
∂p
∂x

)2

i− 1
2

∆x
（24）

以第一项为例说明差分处理方法：( ∂p∂x
)2n+1

i+ 1
2

≈
( ∂p∂x

)2n

i+ 1
2

+

2
(
∂p
∂x

)n

i+ 1
2

( ∂p∂x
)n+1

i+ 1
2

−
(
∂p
∂x

)n

i+ 1
2

 =
2

pn
i+1− pn

i

∆x

pn+1
i+1 − pn+1

i

∆x
−

( pn
i+1− pn

i

∆x

)2

（25）

渗流方程后 2项的差分格式为：

∂

∂x

[
ρb

(
∂p
∂x

)
+ρc

]
=

(ρb)i+ 1
2

pi+1− pi

∆x
− (ρb)i− 1

2

pi− pi−1

∆x
+ (ρc)i+ 1

2
− (ρc)i− 1

2

∆x
（26）

V = ∆x∆y∆zx 方向的差分格式乘以 之后有：2(ρa)i+ 1
2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i+1− pn
i

)
+

(ρb)i+ 1
2
∆y∆z

∆x

 pn+1
i+1 +2(ρa)i− 1

2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i − pn
i−1

)
+

(ρb)i− 1
2
∆y∆z

∆x

 pn+1
i−1 +2(ρa)i+ 1

2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i+1−pn
i

)
+

2(ρa)i− 1
2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i −pn
i−1

)
+

(ρb)i+ 1
2
∆y∆z

∆x
+

(ρb)i− 1
2
∆y∆z

∆x

 pn+1
i + (ρa)i− 1

2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i − pn
i−1

)2−
(ρa)i+ 1

2
∆y∆z

∆x2

(
pn

i+1−pn
i

)2
+[

(ρc)i+ 1
2
− (ρc)i− 1

2

]
∆y∆z

（27）

y 和 z 方向的差分处理方式同上，不再赘述。

2.2    裂缝系统的差分格式

裂缝系统在 x 方向上采用非等距网格，根据裂

缝的长度和方位及压裂井的坐标，可求得裂缝系统

通过的油藏网格和所穿过的长度，每个油藏网格对

应裂缝系统的一个网格，油藏和裂缝之间的流动交互

项只存在于相应的网格，通过交互项建立耦合方程组。

Rel ⩽ 0.31）当 时，裂缝系统渗流方程的差分格

式为：

γlxi+1
2

2
(
pn+1

fli+1, j−pn+1
li, j

)
∆xi+∆xi+1

−γlxi−1
2

2
(
pn+1

fli, j−pn+1
li−1, j

)
∆xi+∆xi−1

∆xi
+

γlz j+ 1
2

pn+1
fli j+1− pn+1

fli j

∆z
−γlz j− 1

2

pn+1
fli j − pn+1

fli j−1

∆z
∆z

+

(wfτlmf)i j+ (wfqlm)i j = (wfβl)i j

pn+1
fli j − pn

fli j

∆t
+

(wfϕρl)i j

S n+1
fli j −S n

fli j

∆t
（28）

其中 γl = wf
ρlKKrl

µl
（29）

Rel > 0.32）当 时，对式（6）两边关于 x 求偏导，可

得到：
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∂ (vlx)
∂x
=

1

−µl

kl
+2βρlvlx

∂2 pfl

∂x2 （30）

从而，裂缝系统渗流方程 x 方向的差分格式为：

∂ (wfρlvlx)
∂x

=

wfρl

− µl

Kl
+2βρlvn

lxi, j

2
(
pn+1

fli+1, j− pn+1
fli, j

)
∆xi+∆xi+1

+
2
(
pn+1

fli, j − pn+1
fli−1, j

)
∆xi+∆xi−1

∆xi
+

cwfvlxρl

2
(
pn+1

fli+1, j− pn+1
fli, j

)
∆xi+∆xi+1

+ρlvlx

2
(
wn

fi+1, j−wn
fi, j

)
∆xi+∆xi+1

（31）

同理可以写出 z 方向的差分格式，结合窜流、产量

项以及右端项的差分可以得到裂缝高速非达西渗流的

差分格式。油藏系统和裂缝系统相交的网格上才会有

窜流交互项，窜流项的差分按照窜流公式离散即可。

(τlmf)i jk = αi jk
(
plm,i jk − pfl,i j

)
（32）

其中 αi jk = σ

(
ρlKmKrl

µl

)
i jk

（33）

由于主要考虑的是油水两相流动，在求解饱和

度时可以只求解油相或者水相的饱和度，然后根据

辅助方程求出另外一相的饱和度。水相的饱和度可

以采用下式求解：(
∆An

w∆pn+1
w +GWWT +Qw

)
i jk
=

1
∆t

(VpS w

Bw

)n+1

i jk
−

(
VpS w

Bw

)n1

i jk

 （34）

式中：∆Aw
n 为采用显示处理方法得到的 n+1 时刻压

力项前的系数； GWWT 为式（27）中的所有 n 时刻项

的组合；Vp 为网格块的孔隙体积，Vp= ∆x∆y∆zϕ。

2.3    求解框图

根据上述差分模型，可以将之转化为计算机模

型进行求解分析，求解框图见图 2。

3    算例分析

3.1    算例计算结果

选择五点法井网中的 1 个压裂注采井组，只压

裂中心注水井，不压裂采油井，假设裂缝为双翼对

称裂缝，裂缝延伸方向与地层最大水平主应力方向

一致。井组的基本参数为：储层厚度 8.50 m，孔隙

度 0.21，地层深度1 000.00 m，原始地层压力 10.0 MPa，
储层平均渗透率 4.0 mD，原油黏度 3. 5 mPa∙s，地层

水黏度 0.45 mPa∙s，井距 200.00 m，裂缝半长 80.00 m。

根据上文建立的压裂注采井组耦合数学模型编制求

解程序，计算该注采井组的动态。该注采井组的网

格系统平面如图 3所示。

图 4 所示为该井组注水开发 90 d 后的压力和饱

和度计算结果。从图 4 可以看出：压力和饱和度围

绕压裂裂缝形成等值线，沿着裂缝两翼呈现对称分

布；裂缝附近的等压线密集，距离裂缝越远，等压线

越稀疏；靠近油井井底时，等压线又逐渐变密。同

样，注入水也是沿着压裂裂缝逐渐向外扩散。计算

结果显示的压力和饱和度的分布与地层实际情况相

符，说明建立的模型是正确的。

3.2    压裂裂缝对注采井组动态的影响

为了研究压裂裂缝对注采井组生产动态的影

响，首先计算了考虑裂缝与不考虑裂缝时的注采动
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图 2    求解过程框图

Fig. 2    Solution process block diagram
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态，结果见图 5。从图 5 可以看出：注水井未压裂

时，油井的产油量迅速降低，维持在很低的水平；注

水井压裂后，产油量先降低后升高，与注水井未压

裂时相比产油量明显增高，表明压裂注水井具有明

显的增产效果，其主要原因是压裂裂缝提高了注水

井的吸水能力，油藏能量得到补充，保持地层压力

不降低，生产压差稳定。

3.3    压裂裂缝导流能力对注采井组动态的影响

由文献 [10] 可知，压裂裂缝导流能力是地层闭

合压力的函数。目前，压裂井进行数值模拟时多认

为裂缝导流能力随时间变化 [11–16]，但实际上压裂裂

缝导流能力的变化主要还是由闭合压力变化引起

的，因此，笔者将导流能力设计成裂缝中压力的函

数。在此基础上对比文献算法和本文算法的计算结

果，结果见图 6。

由图 6 可以看出，2 种算法计算的 2 条产量–生
产时间曲线具有相同的趋势，但本文算法计算出的

产量要略低于文献算法。文献算法中，注水井压裂

 

y

油井 水井 裂缝
x

 

图 3    五点法井网网格系统平面示意

Fig. 3    Schematic diagram of the five-spot well pattern sys-
tem
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图 4    压裂注采井组压力和饱和度的计算结果

Fig. 4    Calculation results of the pressure and saturation of
fractured injection-production well group
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图 5    注水井压裂对注采井组产量的影响

Fig. 5    Effect  of  fracturing  in  water  injection  well  on  the
production of injection-production well group
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图 6    裂缝导流能力对压裂注采井组产量的影响

Fig. 6    Effect of  fracture  flow conductivity  on  the  produc-
tion of fractured injection-production well group
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裂缝的导流能力随生产时间增长而逐渐降低；而本

文算法中，注水井压裂裂缝导流能力的变化取决于

压裂裂缝中压力的变化：裂缝中的压力大于闭合压

力时，裂缝导流能力随裂缝中压力降低而降低；裂

缝中压力小于等于闭合压力时，此时裂缝的导流能

力趋近于零。注水井压裂裂缝的导流能力决定了注

采井组补充地层能量的能力，因此也影响了整个注

采井组的产量。这也是本文计算结果与文献计算结

果存在一定的差异的原因。

4    结　论

1）根据低渗透油藏非线性渗流特征和压裂裂缝

导流能力的变化规律，建立了低渗透油藏压裂井组

油藏和裂缝耦合的非线性数学模型。该模型综合考

虑了低渗透油藏非线性和拟线性渗流规律，以及压

裂裂缝出现达西和非达西渗流的情况，模拟结果与

地层实际情况相符，说明该模型正确有效。

2）提出了利用 Taylor 展开将油藏系统非线性渗

流方程转化为线性差分方程组的方法，编制了计算

机求解程序，计算结果证明该方法有效，能够用来

模拟低渗透油藏压裂井注采组的生产动态，与其他

非线性模型相比，解法简单。

3）低渗透油藏具有非线性渗流特征，综合考虑

非线性段和拟线性段渗流比仅考虑拟线性渗流更加

符合地层实际渗流情况，所以不能忽略非线性段渗

流的影响。

4）五点法井网压裂注采井组的计算结果表明，注

水井压裂可以产生明显的增产效果，压裂裂缝的导流

能力随着裂缝中压力的变化而变化，裂缝导流能力降

低，造成注水井注水效果变差，导致油井产量降低。 
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